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COMPETENCIA Competencia General: Comprender el concepto inicial de limite.
Competencia Especifica: Resolver limites aplicando las propiedades y
comprender su uso en situaciones reales.

PARA APRENDER Entender el concepto de limite y limites

DESEMPENOS laterales para hallar la solucién a un problema

propuesto.

PARA HACER Resolver  limites  aplicando  diferentes
estrategias.

PARA SER Lograr que el estudiante sea responsable y
auténomo en la entrega de trabajos.

PARA CONVIVIR Reconoce la importancia de la aplicacién de
conceptos matematicos al mejoramiento de su
entorno.

ESTANDAR Establezco relaciones vy diferencias entre notaciones de ndimeros
reales para decidir sobre su uso en una situacion dada.
DBA Usa propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones vy

para establecer relaciones funcionales entre variables que permiten
estudiar lavariacién en situaciones intraescolares y extraescolares

INTRODUCCION

Los griegos utilizaron unidades de medida de volumen llamadas “secas” para medir la cantidad de
grano almacenado en un recipiente. Una unidad que fue bastante utilizada se llamaba cotyla y

equivalia a 0,274 dm3.

VOLUMEN

El volumen es la medida del espacio que ocupa un cuerpo. Para medir el volumen se utilizan medidas

cubicas.

Unidad cibica

Volumen; 10 «?



Im |5 unidad bésica en el sistema métrico decimal es el metro cubico,
que se simboliza m3. El metro cubico corresponde al volumen de un

7
Im
—

Los multiplos del metro ctibico son:

cubo cuya arista tiene un metro de longitud.

Nombre Simbolo Equivalencia
Miridmetro cdbico mam? 1.000.000.000.000 m?
Kilémetro cdbico km? 1.000.000.000 m? 7‘
Hectdmetro cibico hin? 1.000.000 m?
Decimetro cdbico dam? 1.000 m?

Los submuiltiplos del metro cubico son:

decimetro cdbico dm? 0,001 m?
centimetro cdbico - cm?® 0,000001 m? 7
milimetro clibico mm? 0,000000001 m?

g EJEMPLO

974,347 cm?,

El volumen de una bola de billar es aproximadamente 974.347 mm?. ;Cudl es el vo-
lumen de la bola de billar en centimetros cibicos?

Como mm? es una unidad de medida inmediatamente inferior a cm?, entonces, se divide
entre 1.000 para realizar la conversién. Por tanto, el volumen de la bola de billar es de

~

-

POLIEDROS

Un poliedro es un sélido limitado por superficies planas llamadas caras.

Los elementos del poliedro son:

e Caras: Son los poligonos que limitan el poliedro. En el
poliedro que se muestra las caras estan conformadas
por los vértices: PQR, PRS, PQS y QRS.

e Aristas: Son los lados que conforman cada cara. Asi,

e Vértices: Son los puntos donde concurren varias

aristas. Los vértices del poliedro son: P,Q,Ry S.




El desarrollo plano de un poliedro es el conjunto de poligonos tales que al unirlos por las aristas
forman el poliedro.

PARALELEPIPEDO

Un paralelepipedo es un poliedro formado por seis caras que son paralelogramos, de tal forma que
las caras opuestas son paralelas y congruentes.

Un paralelepipedo cuyas caras son rectangulos se denomina paralelepipedo rectangular y uno
cuyas caras son cuadradas, se denomina cubo.

Paralelepipedo rectangular Cubo
El volumen V del paralelepipedo esta dado por la expresion:
V=IXaxh
Donde se multiplican la medida del largo [ por la medida del ancho a por la medida de la altura h.

Teniendo en cuenta las mismas variables, se puede calcular el drea total A de la superficie del
paralelepipedo mediante la siguiente expresion.

Ar = 2al + 2hl + 2ah

" -
'™\

\ : I altura

£ largo

Afianzo COMPETENCIAS =

a 49. La figura muestra las dimensiones de un conte-

a Cierto tipo de cereal viene en cajas cuyas dimen- nedor y de las cajas que se van a almacenar en
siones s¢ muestran a continuacion. él. Determina la cantidad de cajas que se pueden
12 em almacenar en el contenedor de tal forma que
5.5 cm este quede totalmente lleno.
18 m
10 cm 60 cm
e f/é '( 30 cm N 3 ’b& = l[\
o 40cm Sm | ]
15 20 cm
on
8 Q0. Supdn que la piscina que se muestra en la figura
1 l*: tiene forma de paralelepipedo. Si el volumen de
3.5 o V la piscina es de 125.000 dm?, jcudl es la profun-
didad de la piscina?
Casto: §7.500 Costo $22.000

47. Determina cudl es la presentacion que resulta mds ﬁ
econdmica por centimetro cibico. f

48. Halla la cantidad de centimetros cuadrados que

= x
se necesitan para la fabricacion de cada caja. =




PRISMA

Un prisma es un poliedro limitado por dos poligonos congruentes (mismas medidas, mismas
propiedades) y paralelos, llamados bases y varios paralelogramos llamados caras laterales.

En el Prisma que se muestra, las bases son los hexagonos
ABCDEF y PUTSRQ. Ademas, las caras laterales son los 2 c
paralelogramos ABUP, BCTU, CDST, DERS, EFQR vy
FAPQ.

La altura del prisma es el segmento perpendicular al plano
gue contiene una de las bases y que tiene como punto
extremo uno de los vértices de la otra base. En el prisma se
muestra que la altura es AH.

Los prismas se clasifican segun la forma de sus caras laterales en prismas rectos y prismas oblicuos.
Prisma Recto: Sus caras laterales son perpendiculares a las bases y tienen forma rectangular.
Prisma Oblicuo: Sus caras laterales no son perpendiculares a las bases y tienen forma de romboide.

Ademas, los prismas se clasifican segun las formas de sus bases en triangular, pentagonal, hexagonal
entre otros.

En un prisma se puede calcular el drea lateral, el drea total y el volumen.

= El drea lateral (4,) es la suma de las dreas de las caras laterales. En un prisma recto, ¢l
drea lateral se calcula muldplicando la altura 4 por el perimetro de la base Py
A, = hPy
2 El drea total (A4,) es la suma del drea lateral mads la suma de las drea de las bases en ¢l
caso del prisma recto.
Ay = hPy+ 24,
% El volumen (V) es igual al producto del drea de la base por la aleura,

V=Ah

= EJEMPLO
Una pieza de acero tiene forma | Segundo, se calcula el drea de la base del prisma (Ay).
flc Prisma pentagonal COMOSE 10y < E > Para esto, se di\'idc': entre 2 el producto del perimetro de
indica en la figura. Determinar . e y la base por la medida del apotema (a).
cudntos centimetros cibicos de ;; j J’/.SB dm aX Py 1,03X75 :
acero se requieren para elaborar LScm =7 =" = 3,8625cm
1000 piezas iguales. Luego, se muldplica el drea de la base por la altura, para
Primero, se expresan todas las medidas en la misma calcular el volumen (V).
unidad. Por tanto, se tiene que: V= 13,8625 X 3,8 = 14,6775
# 10,3 mm equivalen a 1,03 cm Finalmente, se multiplica el volumen por 1.000, de
# 1,5 cm equivalena 1,5 cm donde se concluye que se necesitan 14.677,5 cn® de

# 0,38 dm equivalen a 3,8 cm acero para elaborar las 1.000 piezas.




Afisnzo COMPETENCIAS
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€ interpreto -.Ehld‘to -.Sdudoaoprobhma

€ Escribe los elementos del prisma en cada figura.

€9 Completa las siguientes expresiones relacionadas con
las medidas de un prisma. Ten en cuenta que Ay es el
drea de la base, A, es el drea lateral, A, es el drea total,
b es la altura y V el volumen,

S‘-Al'i' =A)' %.A,‘—
55. Xbh=V S7.V+A=

@ Calcula ol érea total de los prismas con base regular,
de acuerdo con las condiciones dadas.

58. Base triangular de lado 5 cm
Altura del wridngulo: 4,3 cm
Alrura del prisma: 8,5 ¢cm

59. Base pentagonal de lado 4 em
Apotema del pentigono: 0,27 dm
Alrura del prisma: 0,12 m

.Halhelvolummdelm siguientes prismas teniendo
en cuenta que sus bases son poligonos regulares.
60.

=AL

4 cm

64. Un empaque para un
perfume tiene forma
de prisma hexagonal.
Determina la altura del
empaque de acuerdo
con las medidas indi-
cadas en la figura.

Doc empaques de chocolatinas vienen en dos pre-
sentaciones: una en forma de prisma pentagonal y la
otra en forma de prisma triangular, como se muestra

en las siguientes figuras,

4em

65. Determina cudl es el empaque que tiene mayor
volumen, teniendo en cuenca que las bases son
poligonos regulares.

QGG. Una fibrica de accesorios
disefié portaldpices utili-
zando tres prismas hexa-
gonales como se muestra
en la figura. Si se sabe
que el volumen de los tres
prismas es de 960 em® y
el drea de la base de cada
prisma es 64 cm?, deter-
mina la altura del portald-
pices.

Se quiere fabricar 50 recipientes en aluminio con
ldminas como las que se muestran a continuacién.

67. ;Cudl es el volumen de cada recipiente?



PIRAMIDES

Una pirdmide es un poliedro formado por una base y varias caras laterales. La base es un poligono
y las caras laterales son tridngulos que concurren en un vértice comun.

Los elementos de una pirdmide se muestran en la figura, entre estos elementos se tienen:

Caras Laterales: Son los triangulos que concurren en el - S
orice
vértice de la piramide. En este caso, las caras laterales F_
e A 118
son AAED, AADC, AACB y AABE. =

Base: Es el poligono de la pirdmide que no contiene el B Caza bavwral
vértice. En este caso, la base de la piramide es el e
cuadrilatero BCDE. D E
Altura: Es el segmento perpendicular al plano que H Base

contiene a la base que tiene como uno de sus puntos
extremos el vértice de la pirdmide.

La clasificacion de las pirdmides es a similar a los prismas. Es decir, de acuerdo con su base, las
piramides pueden ser triangulares, pentagonales, hexagonales, entre otros. Ademas, si las bases
son poligonos regulares se dice que la pirdmide es regular, si no cumple esta condicién se dice que
es una piramide irregular. Por otra parte, las pirdmides también pueden ser rectas y oblicuas.

En una pirdmide regular se puede calcular el area lateral (A4;), el area total (A7) y el volumen (V)
mediante las siguientes expresiones:

A=

V=

Ay + A, donde Ay es el drea de la base.

‘3; (Ag X A), donde 5 es la altura de la pirdmide.

A, = nA, donde n es el nimero de lados de la base y A el drea de una de las caras laterales.

EJEMPLO ~

-

La pirimide de Kefrén o la Gran Pirdmide es una pi-
tdmide de base cuadrada ubicada en El Cairo (Egipto),
que data del siglo XXVT a. C. Segiin las medidas que
aparecen en la forografia, ;cudl es el drea lateral de la
pirimide de Kefrén?

Primero, se calcula ¢l drea A de cada cara lateral. Como cada cara lateral & un tridngulo,
entonces, su drea es igual 2 la mitad del producto de la medida de la arista de la base por
la aleura de la cara.

179,36 X 143,49 .
Luego, se tiene que A=—"= 3 === 212.868,18,

Finalmente, se multiplica por 4, que es ¢l ndmero de lados de la base, para hallar ¢l drea
lareral,

A, = 4 X 12.868,18
= 51.472,72 m?

Por tanto, ¢l drea lateral de la pirimide de Keftén es aproximadamente 51.472,72 m?.
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€ Responde.
68. Si un prisma y una pirdmide tienen como base

un hexdgono regular, ;puede el prisma tener mis
caras laterales que la pirimide? Justifica tu res-

puesta
69. 5i la base de una pirimide es un cuadrilitero,
seudntas aristas tiene la pirdmide?
@ Culcula ol volumen de cada pisimide s se sabe que
las bases son poligonos regulares.
72. |

b=65cm/

5

Lado de la base: 3,2 ¢cm

-
Lado del hexdgono: 6 em.
Apotema del hexdgono:
52cm

(0 74. Determina el volumen de las siguientes pird-
mides de acuerdo con los datos de la tabla, Ex-
plica el procedimiento que utilizas en cada caso.

Area de la base- 12 em2

12,5m

15m

8,5m

°7S.Enlapnn:mdotddMumdellnumu
puede observar una pirdmide de base cuadrada
con 140 m de perimetro. Determina el drea
lateral de la pirdmide si se sabe que la altura de
una de sus caras laterales es de 72,97 m.

- \-;h \ )
../ﬁg« b e"m

-

9 76. Escribe las medidas correspondientes a una piré-
mide y a un prisma que tienen la misma base y
la misma altura. Luego, compara sus volGmenes
y sus dreas laterales.

°77. La arquitectura japonesa incorpora cuerpos
para buscar soluciones de vivienda.

Una de las mds conocidas es la casa pirdmide
negra, que estd formada por un paralelepipedo

y una pirimide de base cuadrada. Si el volumen

de una casa pirdmide negra es de 231,2 m?3, ;cudl

es su altura total teniendo en cuenta las medidas

mostradas en la siguiente figura?

1,2m

85m

0 L. cipuls de una iglosia
estd formada por un
prisma hexagonal recto y
una pirimide recta, como
se muestra en la figura.
La distancia del centro de
la base del prisma a cada
uno de sus lados es de
3,4 m y su perimetro es
de 24 m.

78. Calcula el drea lateral de la clpula.

79. Si el volumen total de la cipula es de 122,4 m?
y ¢ volumen del prisma es de 81,6 m?, calcula la
aleura de la pirdmide que conforma la cipula.




POLIEDROS REGULARES

Los poliedros regulares son aquellos cuyas caras son poligonos regulares y congruentes.

Los cinco poliedros regulares y sus caracteristicas se muestran en la siguiente tabla:

q Nimero
de caras en total

12

Un diamante tiene forma de oc-
taedro regular, con las medidas
que se indican en la figura, De-
terminar el costo del diamante
si se sabe que cada cm? de dia-
mante de esta calidad tiene un
valor de $12.000.000,

Primero, el octaedro estd formado por dos pirimides de
base cuadrada. Asi, la altura de cada pirimide es:

1,12 + 2 = 0,56 cm y el lado de su base s 0.8 cm.

"~

Luego, se calcula el volumen del ocaedro multiplicando
por 2 ¢l volumen de una de las pirimides y teniendo en
cuenta que el drea de la base Ay es 0,64 em? y la alwura
b es 0,56 em.

V=2x(54,4)
= 2% (5 (0,64) (0,56)) = 0,239

Finalmente, se muldiplica ¢l volumen del octaedro por
12.000.000. Por tanto, el costo del diamante en pesos es:
0,239 X 12.000.000 = 2.868.000

-




—
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[X] Completa cada enunciado.
80. Un octaedro regular se puede formar a partir de
dos —__ debase it
81. Un hexaedro regular es un porque
todas sus aristas tienen medida.
82. Un dodecaedro regular tiene caras
y cada una de ellas es un regular.

83. Las caras de un icosaedro regular son tridngulos

@ Calcula el volumen de cada octaedro regular.
85.

.\

@ 86. Calcula el drea de la superficie del icosaedro re-
gular cuyo desarrollo se muestra a continuacién,

@ 87. Halla e srea de la superficie de un dodecaedro
regular de 8 cm de arista, si cada pentigono

correspondiente a sus caras tiene 5,5 cm de apo-
tema.

GSS.Unabomigasemenmenunvénkcdenn
octaedro y decide recorrer todas sus aristas sin
pasar dos veces por la misma arista. Indica un
posible camino.

() Determina cudles de las siguientes proposiciones son
verdaderas y cudles son falsas. Justifica tu respuesta.

89. En un octaedro regular las caras pueden ser tridn-
gulos isdsceles.

90. Un dodecaedro regular tiene 24 vértices.
91. Un hexaedro es un paralelepipedo.
92. Un icosaedro regular tiene 30 aristas.

) 93. El matemitico suizo Leonhard Euler (1707-
1783) propuso la formula C+ V— A = 2, en
la que C es el nimero de caras de un poliedro,
Ves el nimero de vértices y A es el nimero de
aristas de un poliedro. Completa la siguiente
tabla. Luego, verifica que se cumpla la férmula
de Euler.

> > >y

°Un hexaedro truncado es un cubo al cual se le
han cortado las esquinas en igual medida, como se
muestra en la figura, Completa.

94. Nimero de caras:
95. Niimeros de aristas:
96. Nmero de vértices:

# 97. Escribe un problema relacionado con el volumen
de un octaedro. Luego, resuélvelo aplicando las
expresiones para calcular el volumen de una pi-
ramide.
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CUERPOS REDONDOS

Un cuerpo redondo es un sélido limitado por superficies curvas o por superficies planas y curvas.
Los principales cuerpos redondos son el cilindro, el cono y la esfera.

CILINDRO

Un cilindro es un cuerpo redondo limitado por una superficie curva y dos caras planas circulares.

Los cilindros se clasifican en rectos y oblicuos. Un cilindro recto se conoce como un sélido de
revolucidon ya que se obtiene al girar un rectangulo alrededor de uno de sus lados, el cual se
denomina eje de revolucion.

Los elementos del cilindro son:

Eje de revolucidn

e Bases: Son las caras planas circulares que conforman el cilindro. .-;t..—q. '
. . o
e Altura: Es la medida del segmento perpendicular trazado desde e
. . . . '
una base hacia el plano que contiene la otra base. Se simboliza con <b 3
N »
la letra h. : Altura
e Radio: Es la medida del radio de cada base. Se simboliza con la letra :
. .
T. ::.J;—- 4 |
Z L
Base Radio
r— El desarrollo de un cilindro corresponde a dos circulos de igual radio y a
un rectangulo cuyo ancho es igual a la altura del cilindro, y cuya base es
b b igual a la longitud de la circunferencia de la base. A partir del desarrollo

del cilindro se puede calcular su area lateral, drea total y volumen.

Las siguientes son las formulas para hallar el volumen, el area lateral y el
area total:

V=mrh A = 2nrh A = 2mAdb + 7

AZEET) \

La Torre Westhaten construida en la ciudad de Francfort
(Alemania) es una torre con forma cilindrica que cuenta
con 31 pisos, cada uno con aproximadamente 3,5 m de
altura. Sila longitud de la circunferencia de la base mide
119,32 m, determinar el drea de su superficie exterior.

Primero, se determina la altura toral de la torre. Para esto,
se multiplica el ndmero total de pisos por la altura de cada
uno. Asi, la altura toral es:

Segundo, se halla el radio de la base despejando r en la expresién de la longitud de la
¢ - - s

circunferencia. r = 5 de donde r =
2

Luego, se calcula el drea lateral A, y el drea de la base superior Ay remplazando los valores
de ry b Asi: A, = 2w(19)(108,5) = 12.952,79 y Ay = w(192) = 1.134,11

Finalmente, el drea de la superficie exterior de la torre es:

31 X35m=1085m

119,32

1 ~=19m

12.952,79 + 1.134,11 = 14.086,9 m?
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€9 98. Escribe los elementos del cilindro que se indican
en la figura.

<Z

@ Calcula o volumen aproximado de cada cilindro a
partir de las medidas dadas.

99. Radio: 3 ¢m, altura: 6 cm

100. Didmetro: 4 em, altura: 5 cm
101. Radio: 7 ¢m, altura: 10,5 ¢m
102, Didmetro: 24 ¢m, altura: 25 cm
103. Radio: 6,5 cm, altura: 10 ¢m

@ Halla o érea total de los siguientes cilindros.

104, 105. >
BT ™
5 cm g
\ =
- e S em
3em

(P 106. A continuacién se muestran dos recipientes
cilindricos A y B de una misma bebida. Explica
por qué la bebida A es mds econdémica que la B,
a partir del volumen de los recipientes.

- 1,5 cm

Bebida A Bebida B
Precio: $2.850 Precio: $2.700

@ Halla o érea total de cada cilindro a partir de su
altura b, si se sabe que el radio equivale a la tercera
parte de la altura.

107. 5= 9 em
108. h = 7,8 cm

109. 5 = 13,2 ¢m
110. h = 225 c¢m

# 111. Propén medidas para el cilindro y el prisma
hexagonal recto. Luego, compara sus vold-
menes teniendo en cuenta que la altura § de
ambos cuerpos geométricos es la misma.

pn— 4

ﬂ]lZ.Calculael volumen del cilindro que se genera
al girar un rectingulo de 3,5 cm de ancho y

5,8 cm de alto respecto a su altura,

@ E! dlindro fonogrific fue o primer método utili-
zado para grabar y reproducir sonidos. Hacia el afio
1890, algunas empresas decidieron estandarizar las
medidas de los cilindros; fue asi como se produjeron
cilindros fonogréficos de 10 em de altura y 5,7 cm
de didmetro.

113. ;Cudl era el volumen de un cilindro fonogrifico?
114, ;Cudl era el drea toral?

115. Un estanque con forma cilindrica tiene una
altura de 4 m y un didmetro de 6 m. Si solo esid
lleno hasta 3,5 m de altura, ;cudntos metros
clibicos faltan para llenar completamente el
estanque?

116. Maria utilizé una tela para forrar el siguiente
cofre. ;Cudntos metros cuadrados de tela como
minimo debié emplear?




CONO

Un cono es un cuerpo redondo limitado por una superficie

curva y una cara plana circular

Los conos se clasifican en rectos y oblicuos. Un cono se puede
considerar como un sélido de revolucion ya que se obtiene al '
girar un tridngulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos.
Este cateto se denomina eje de revolucion y la hipotenusa del >
triangulo se denomina como generatriz y se simboliza con la

letra g.

Otros elementos del cono se muestran a continuacion:

2mr

12

— Viérdce

e

Eje de

revolucion

¥

J
Altura)

Generatriz

'
!
-L...-o.-.‘uc

o ” \ '
Radio
Fiqura 2. Elementos
de un cona,

Base

. Base: Es la cara plana circular del cono

. Vértice: Es el punto extremo del eje de revolucién
que no esta en la base del cono.

° Altura: Es la medida del segmento perpendicular
trazado desde el vértice hasta el plano que contiene la
base. Se simboliza con la letra h.
. Radio: Es la medida del
simboliza con la letra .

radio de la base. Se

El desarrollo de un cono corresponde a un circulo de radio r y a un sector circular. Para calcular el
area lateral, el area total y el volumen se aplican las siguientes formulas:

=

V =Jarth

A.v - ﬂrg A; - ﬂ"(r‘*’g)

R EJEMPLO

Una empresa fabrica conos de helado. Alurs Didmetro
La siguiente tabla muestra las diferentes Nombre

(mm) (mm)
clases de conos que producen. Supo- = :
niendo que fos conos son rectos, deters Cono mini | L1 38
minar el precio de venta de cada tpo de  Cone dunés 138 45

cono si cada cm? se vende a $80,
Primero, se convierten lis medidas a centimetros dividiendo cada medida entre 10, asl

B8 +10=88 JB+10=38 138+ 10= 138 45+ 10=45

Luegn, el radio del cono mini es de 1,9 ¢m v el del cono dunés s de 2,25 cm. Por tantn,
para calcular o volumen de ambos tipos de conos se remplazan las medidas de los radios

y de las alouras en la expresion V' = I‘ nrh
. 9.8
V.= .I;‘n’(l.")‘(x.ﬂl:. 3 = 33,27 ¥ del om0 |
1 219,48

V=3

Finalmente, se multiplica el volumen de cada cono por el precio de cada centimetro

Lubl\.ll

w{2,25)%(13,8) = =73,16 en Jel

3

33,27 X B0 = 2661,6
73,16 X B = 58528 '

Poe tanto, ¢ precio de venma apraximado del cono danés es $5.852 y o del cono mini
es $2.661
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ﬂDibujaenmcuadcmounconomu«k4andc
altura y 3 cm de radio. Luego, responde.

117. ;Cudnto mide la generatriz?
118, ;Cuil es el perimetro de la base?
'Qlcnhclvolnmmyelimmuldemdnmmte—

niendo en cuenta que b es la altura, r es el radio de
la base y d es el didmetro.

119.r=2cem, b= 4 cm

120. 4= 10cem, /= 15¢em

12l.7=8em, A= 12cm
.Raudve.

122. Completa la wbla.

i -

123. Responde. ;Cudl es la razén entre el volumen de
un cilindro y el volumen de un cono que tienen
la misma altura y el mismo radio?

ODcmmimadludehssipienmpmpoﬂdoneswn
verdaderas y cudles son falsas. Justifica tu respuesta.

124. Si se duplica el radio de un cono, entonces, se
cuadruplica su volumen.

125. Si se divide entre 3 la medida de la generatriz de
un cono, entonces, su drea lateral se duplica.

126. Si se divide entre 2 el perimetro de la base de un
cono, entonces, el drea lateral del cono es igual al
producto del perimetro de fa base dividido entre
2 por la medida de la generatriz.

. 127. Calcula el volumen total del siguiente cuerpo.

J 128. Para su fiesta, Roberto
planea entregar sorpresas
con forma de cono a sus
20 invitados. Si tiene 3
m? de cartulina, ;le alcan-
zard para elaborar todas
las sorpresas? Justifica t
respuesta.

aUnnnquedefonnaoénlcaudmmuuidoenelin-
terior de una estructura cilindrica, como se muestra

en la siguiente figura.

bh=16m

r=12m

129. Calcula la diferencia entre el volumen de la es-
tructura cilindrica y el volumen del tanque.

130. Supén que se quiere pintar el interior del anque
y la parte externa de la estructura cilindrica. Si
no se tiene en cuenta el grosor del tanque y de
la estructura, jeudntos metros cuadrados deben
pintarse?

913!.&a'ibeumf6mulapmulcularhnmde
los voliimenes de un cono y de un cilindro que
tienen el mismo radio r y la misma altura 4.

a Una escultura elaborada en bronce estd formada por
un cono y un pedestal en forma de paralelepipedo,

como se muestra en la siguiente figura.

A

6m

132. Caleula cudntos metros cibicos de bronce se
necesitan para elaborar la escultura.

133. Una pintora cobra $38.000 por decorar cada
metro cuadrado de la superficie de la escultura.
Cudnto se le debe pagar a la pintora para que
decore toda la escultura?



ESFERA

Una esfera es un cuerpo redondo limitado por una sola superficie curva

La esfera también es un sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar un semicirculo alrededor

de su didmetro. Dicho didmetro es el eje de revolucion.

E° Eje de revoludion ~

1

J
4 ‘
i .
.
- -

Los elementos de una esfera son:

e Centro: Es el punto que se encuentra a igual distancia de todos los puntos que conforman la

Radio
|
[ Gl
l '—‘_9
- Centro

superficie de la esfera. Se simboliza con la letra C.

e Radio: Es la distancia del centro a cualquier punto de la superficie de la esfera. Se simboliza con

laletrar.

El volumeny el drea superficial de la esfera se encuentran con las expresiones:

V=gl yA=bur

B EJEMPLOS

Para adornar el patio de una

antigua edificacién se construyd

una esfera de piedra de 1,6 m de

didmetro,

4. Si se quicre aplicar estuco veneciano en la esfera y
cada metro cuadrado cuesta $32.000, jcudnto cuesta
aplicar estuco veneciano en toda la esfers?

Pritnern, como el didmetro de la esfera es de 1,6 m,
entonces, e radio mide 0,8 m.

Luego, se remplaza la medida del radio para calcular ef
drea de la superficie de la esfera,

A= 4nf

= 4m(0,8)2 e wnuplars b metidy def adu

\

~

As e La s hoe o2 U ot

-~ KM & st et L ot Jore

Finulmente, se tiene que ¢ drea de b superhicie de la
olfers & de aproximadamente 8,04 m2. Por tanto, al
multiplicar por $32.000, results que el costo de aplicar
estuco veneciano en b esfera ex de $257.280

b, Calcular la masa woral de la esfera si se sabe que la
musa de cada m? de piedra con que fue construida
pesa aproximadamente 900 kilos.

Primern, se calcula e volumen de la esfera,

Ve ‘;:r‘ vohurven e e 2oy

= ‘:‘II’(U.!“' e erplazs b medids ol radio

L4
3= (0,512)

= lurive U DOlncia

= 214 m} S s

Lusego, se plantea la siguiente proporcién:

Metros clibicos

— Masa

1 _ 2,14
200 x

Finalmente, s despeja x
x=900 X 2,14 = 1926

Pot tanto, b masa ol de b esfera e aproximadamente
1.926 kilogramos.
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€9 Observa la siguiente representacién de la Tierra
como una esfera. Luego, completa.

| Eje werrestre

PoloSur |

134. El ¢je terrestre es el gjede —_dela
estera.

135. Las dos lineas que representan circunferencias
mdximas en la esfera son el
yel

136. El
mdxima de la esfera.

137. La distancia entre el Polo Norte y el Polo Sur
representa el de la esfera,

.Cnladaclimyclvolumendecndaesfemapuﬁr
de su radio ».

no es una circunferencia

138. 7= 2 cm 140. = 3,5 dm
139. 7= Scm 141. r = 48 mm
M 142. Completa la
-
— .,
3 | y

143. Escribe una expresion general para calcular la
variacion del volumen de una esfera cuando se

duplica la medida de su radio r.

.Hallaelimapmximadadelampaﬁdcdcuda
esfera.

144. 145.

— -

(P 146. Explica qué ocurre con el volumen de una es-
fera si se cuadruplica el drea de su superficie.

Dos importantes construc-
ciones del mundo tienen forma
esférica: el Globo de Ericsson
(Suecia) y el Centro Cultural

Tijuana (México).
{ Globo Ericsson l 55 ‘
Centro Cultural Tijuana | 13

147. Determina el volumen de cada construccién.

148. Calcula el drea de la superficie de cada edifica-
cion.

149. Supén que las siguientes figuras representan
conos de helado. Calcula el precio de los conos
si cada em? de helado vale $20 y el precio de

venta de la galleta es $40 por cm?.
5cm

12 em

L

150. Un observatorio astrondémico tiene la forma
que se muestra en la figura. ;Cudl es su drea
lateral?
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A finales del siglo XVIIl y comienzos del siglo XIX se inicid el desarrollo de la teoria de los limites para
fundamentar el andlisis matematico. Sin embargo, desde la antigliedad se aplicé el concepto de
limite para resolver diversos problemas. Uno de ellos es el de hallar el drea de la superficie
delimitada por una funcion positiva, el eje x y lasrectasx = ay x = b.

Este problema se resuelve mediante las sumas de los rectangulos, de tal forma que si el nUmero de
rectdngulos es cada vez mayor, entonces la suma de las areas de los rectangulos se aproximara cada
vez mas al area buscada.

LIMITES
Una Nocidn Intuitiva. Considere la funcién definida por

x3 -1

f(x)=m

Observe que no esta definida en x = 1, ya que en este punto f(x) tiene la forma que carece de
significado. Sin embargo, aun podemos preguntarnos qué le estd sucediendo a f(x) cuando x se
aproxima a 1. Con mayor precisidn, écuando x se aproxima a 1, f(x) se estd aproximando a algun
numero especifico? Para obtener la respuesta podemos hacer tres cosas: calcular algunos valores
de f(x) para x cercana a 1; mostrar estos valores en un diagrama esquematico, y bosquejar la

graficade y = f(x).

AY /
3813 /
® |
filx) a1 /
125 0—,‘/
\ y=2-1 ¢ /
| e
3310
1.25 3.813 3 * y
I 3.310 i S 4 1
1.01 3.030 101~ : I, E /|
b s .4’(
1.001 3.003 1.001 3003 /
o /
0.999 — __ 2997 /
! ! ’____,/ \ s fix) 2 '.__7
1.000 5 0.99 297 /
09 /
1 t \ //
0.999 2.997 2710 //
0.99 2.970 /
S
0.9 2.710 0.75 1 4
075 | 2313 e
Tabla
de valores
2313
s
x ¥ e
Diagrama Grificade v = f(x) = =1

R x—1
esquematico
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Toda la informacién que hemos reunido parece apuntar a la misma conclusién: f(x) se aproxima a
3 cuando x se aproxima a 1. En simbolos matematicos, escribimos:
ox3 -1
lim
x-1 x—1

3
i -1 . . ”
Esto se lee “el limite de f(x) = J;Tl cuando x tiende a 1 es igual a 3”.

Definicion Significado intuitivo de limite
Decir que lim f(x) = L significa que cuando x estd cerca pero diferente de c,
X—*C

entonces f(x) esta cerca de L.

Ejemplos:

1. Determinelim4x —5

x—3

Cuando x esta cerca de 3, 4x-5 esta cercade 4 * 3 — 5 = 7 Escribimos:
lim4x —-5=7
x-3
x%2—x—6

2. Encuentre lim
x-3 x-3
Observe que (x2 — x — 6)/(x — 3) no esta definida en x=3, pero todo esta bien. Para tener
una idea de lo que estd sucediendo cuando x se aproxima a 3, podriamos emplear una
calculadora para evaluar la expresion dada; por ejemplo, en 3.1, 3.01, 3.001, etcétera. Pero
es mucho mejor utilizar un poco de algebra para simplificar el problema.

Limites Laterales

Las aproximaciones que se realizan para determinar el limite de una funcién se relacionan con el
concepto de limite central.

Los limites laterales se representan de formas distintas, segun si la aproximacion se realiza por la
izquierda o por la derecha.

Definicién Limites por la derecha y por la izquierda
Decir que lim_f(x) = L significa que cuando x estd cerca pero a la derecha de ¢,
A=
entonces f{x) estd cerca de L. De manera andloga, decir que lim_ f(x) = L significa
%L

que cuando x estd cerca pero a la izquierda de ¢, entonces f{x) estd cerca de L.

Para entender el concepto de los limites laterales, se tiene en cuenta el siguiente Teorema:

lim f(x) = Lsiysélosi lim_f(x) = Ly lim_f(x) = L.
X—¢ X—=c X=—C
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La existencia o no existencia del limite de una funcion depende de los limites laterales, ya que si los
limites laterales existen y son iguales, entonces el limite de la funcidn existe y es igual al valor de los
limites laterales. En cambio, si los limites laterales no existen o son diferentes, entonces, el limite

de la funcién no existe.

Por cjemplo, en la grafica 1 que se muestra a continuacion, se tiene que Lim f(x) = &, y
4" y

Lim f(x) = 4,, de donde se deduce que Lim f(x) no existe. Por otra parte, en la grifica

X =i

2, se tiene que Limg(x) = b y Limg(x) = &, de donde se deduce que Lim g(x) existe

y es igual a 4.

de la grafica.

a. Lim f(x)

)

“

Grafica 1

)0

glx)

Gréfica 2

Primero, se determina el limite

por la izquierda.

Lim f(x) =3

Luego, se halla el limite para

la derecha.

Lim f(9) =3

—
1. Determinar el limite indicado en cada caso a partir | b. Lim g(x)
x-1 ry
. ’oo 7
Primero, se determina el limite :
iy por la izquierda. 5
3 Lim g(x) =5
fix) B gx).3
1 : Luego, se halla el limire por la
N
= N W derecha. I
t ) = =] 3x
A Lim g{x) = 2 =,
Finalmente, se tiene que i
Lim g(x) no existe porque los
X~
Finalmente, se tiene que Lim f(x) existe y es igual a 3. Kaites lieralas son difsani:
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. )
2. Realizar la grifica de cada funcién. Luego, deter- 3. En el siguiente cartel se muestra el sistema de cobro
minar los limites que se indican. en un parqueadero,
A9 {x“ siv<2
a. flo) = i
2e—1 six>2 Parqueadero
Lim f(x) Lim f(x) Lim f(x) Horario 10 a. m. a 10 p. m.
Primero, se realiza la grifica de la funcion. Tarifas
A I'(); « Cada hora o fraccion: ~ $2.000
\ 4 * Mis de 5 horas: $10.000
/s - P, |
\ 5 4 Estancia maxima 12 horas.
\ . 0
y b 4
§ f a. Realizar la grifica del costo Ceen funcién del tiempo
\ A ¥4 ¢ en horas.
X Vi
N / La funcién C es por partes, por tanto, su representacion
o - grifica es la siguiente:
=3 -2 =10 i ¢ 3 & % Gl waikés de pescs
L uego. se determinan los limites laterales. 1 - i35 2
Finalmente, se tiene que l:l_n‘l f(x) no existe porque los 6 L bt
limires laterales son diferentes.
54 ——
Ix+1 sin<—1
b. hx)=4{x*—3 si—1<x<2 24—
9—5x si2<x
Lim Alx) Lim A(x) 0 2 . % &6 B W 2
#==l X2 t (horas)
Primero, sc traza la grifica.
¥y b. Calcular ¢l valor de los limites laterales de la funcién
; C para tiempos cercanos a una hora e interpretar los
| > resultados.
N =2 _(l) i ZL 8 = Primero, se calcula el limite por la izquierda de 1.
A2 £\ Lim C(z) = 2.000
/, }54_// '.\ s | -
/-4 \ | uego. se determina el limite por la derecha de 1.
-5 —
/ e \ Lim C(n) = 4.000
// :; \ Finalmente, s tiene que, para aparcamicntos cercanos €
¥ ¥ inferiores a una hora, ¢l valor a pagar es $2.000 y, para
pra aparcamientos cercanos y superiores a una hora, ¢l valor
Luego, se calculan los limites laterales en cada punto. a pagares de $4.000,
Lim Ax)= —2 Lim A(x) = 1
T = ¢. Determinar el valor de los limites laterales en 7 = 4
Lim hlx)= -2 Lim Alx) = —1 >
K—~—1 x=2' yent=>5.
- s . % §
Finalmente, se tiene que ._I_frg\‘ h(x) existe y es igual a Los limites laterales pata #= 4 y 2 = $ son:
—2 porque los limites laterales son iguales. En cambio,
Lim C(z) = 8.000 Lim C() = 10.000
Lim /(x) no existe porque los limites laterales son dife- $=4 =3
% Lim C(2) = 10.000 Lim C(7) = 10,000
rentes, -4 -5
\ =
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Afianzo COMPETENCIAS 0|mmpn~:o~\) Arr}um--n:v-6Propongo-°Ejerdto-.Rmno- °Solu(ionoproblemn

) Determina si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa, justifica tu respuesta.

25.Si el Lim f(x) existe, entonces, Lim f(x) tam-
bién existe.

26. Si Lim f(x) y Lim f{x) existen, entonces,
Lim f(x) existe.

27. Si fla) no esti definida, entonces, los limites late-
rales de fen 4 no existen.

28. ‘Ll_'r(p(?)x +1)= Llilg‘_l(.%x +1)=1

Considera la funcién dada por la siguiente expresién

S50+ 6 sixs—3
3x si—3<a<l
f= 5 silsx<3
X—4 si3<x
29. Realiza la grifica de £

Determina, en caso de existir, el valor de los si-
guientes limites.

30. Lim  f(x) 35.Lim f(x)
31. !_lm‘ fx) 36. LE'." fx)
32. Lim,_ f(3) 37.Lim £(¥)

33. Hn}\_ f(x) 38.Hlp flx)

34. Lim_ f(x) 39.Lim f(x)

@ Elabora, en cada caso, la grifica de una funcién que

cumpla las condiciones propuestas.

40. Lim f()=0; Lim f(x)=3:
Lim,_f(9=—1s Lim f9 = 3;
Lim flx)=2; f0) = 0; A=2) = L; fi1) =2

41. Lim f(x) = 4 Hm flx)< Lim fa);
A=3)=3

42. Lim _ f(x)=3; Lim f(x)=4, Lim f(x) no

existe, Lim f(x) = Lim f(x)

Considcra la funcién parte entera fix) = lx}

43. Si n € Z, ;eudnto valen los limites laterales de f
en n?

44. ;Existe Lim l+] con n € 72

45.Si m & Z, ;qué ocurre con los limites Lim [+]
N N

y Lim jx|?

y Lim []

Determina el valor de los limites de acuerdo con la
grifica.

¥
41
3 Do
2 - -v - x(X) \
\ \
\ 1§ o
\ S \
4N 3/ 1t 2 3 4 5%
\ P!
\ .'//
¢ =2
46. }1551 2(x) 49. (Ljr}\ a(x)
47. l"}.‘ 2(x) 50. L:'ry glx)
48. Lim g(v) 51.Lim g{x)

() Responde las siguientes preguntas.
52.8i Lim f(x)=c y Lim f(x) = —¢, ;para qué

valor de ¢ Lim flx) existe?
N

53.5i Lim f(x) = a* = 5; Lim f(x) = a + 1yade-

mis Lim f(x) existe, ;cudnto vale Lim f(x)?

. El servicio de acueducto en una ciudad establece una
tarifa basica de $15.000 mas $2.500 por m* consu-
mido. Si el consumo excede los 40 m?, cada m? se
cobraria a $3.000.

54. Modecla una funcién que relacione el valor que se
debe pagar en relacion con el consumo.

55. ;A qué valores se acerca el costo, para consumos
cercanos a los 40 m??



Teoremas de los limites

A continuacidn se muestran las propiedades de los limites expresados en el siguiente teorema.

Teorema principal de los limites
Sean n un entero positivo, k una constante y 'y g funciones que tengan limites en c.
Entonces
1. lim k = k:
2. lim x = ¢;
X—*¢
3. lim kf(x) = k lim f(x):
X—*C S e
4. lim [£(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x);
5. lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x):
X—c X—*c E Smed
6. lim [f(x)-g(x)] = lim f(x)-lim g(x):
X=*C b e xX—c
f(x) I :
% o )~ i gl P gue i gtx) . &
X=»c
8. lim [f(x)]" = [lim f(x)]":
X—eC XL
9. lim \7/f(.t) = Vlim f(x), siempre que lim f(x) > 0 cuando n
X=*C X—*C X—*e
sea par.

Ejemplos
A continuacidn se muestran dos ejemplos donde se aplican las propiedades de los limites

1. Determine lin% 2x%
X—

N
2. Determine lim = 2
x—-4 X
— limyxy + 9 {lim (x4 9)
2 Y
g Y £9: L mnd et 21l Mme+imo
x—~4 X lim x 4 4N~ x—~4
x—4

8.1 @

= -l— || lim .1‘]1+9 =
4‘\ —~4
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Limites de funciones indeterminadas

En algunos casos, al aplicar la sustitucidn directa para calcular un limite, el resultado puede ser que

no existe el limite, como 50 también una indeterminacién.

Limites de funciones racionales

Cuando la indeterminacion se obtiene en una funcidon racional. La indeterminacidon se evita,
factorizando el numerador y el denominador y luego simplificando los factores comunes.

Ejemplo

x%-1

Determine el valor del siguiente limite lim
x—-1 X—
SOLCION Sea f(x) = (x* — 1)/(x — 1). No puede hallar el limite al sustituir x = 1 porque
f(1) no estd definido. tampoco puede aplicar la ley del cociente porque el limite del
denominador es 0. En lugar de ello, necesita algo de dlgebra preliminar. Factorice
el numerador como una diferencia de cuadrados:

%= =1 fao='1)(x:+1)
%=1 b 2 |

El numerador y el denominador tienen un factor comin de x — 1. Cuando toma el limite
a medida que x tiende a 1, tiene x # 1 y, por lo tanto, x — 1 # 0. Por consiguiente, can-
cele el factor comiin y calcule el limite como sigue:

”

-1 x— 1)+ 1
I = st O D msiom o st £ 0
x—1 _\'—] x—1 .\‘—l x—1

El limite de este ejemplo surgi6 en la seccién 2.1, cuando traté de hallar la tangente a la
pardbola y = x* en el punto (1, 1). C

Limites de funciones radicales

Si f(x) o g(x) son funciones radicales y lim % tiene la forma%, entonces es posible eliminar la
xX—-a

indeterminacion, racionalizando el numerador o el denominador o ambos y después simplificar la
expresion resultante.

Ejemplo

. ;. . Vx2+9-3
Determine el valor del limite lm(l)T
xX—

SOLUCION No puede aplicar la ley del cociente de inmediato, puesto que el limite del deno-
minador es 0. En el presente caso, el dlgebra preliminar consiste en la racionalizacién del

numerador:
. \.‘11+9_3 . \v""12+9—3 \v'/11+9+3
Iim = = lim , s —=
1—0 o =0 g ViE+9+3
(+9 -9 ) 55

=i =

=0 (JrE + 9 + 3) o V2 +9+3)

1 | 1
= lim —= = — =
=0 /1?4+ 94+ 3 V"ll'm (124+9)+ 3 343 6
t—0
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p EJEMPLOS e 2. Determinar el vabor de bos siguatentes limires teniendo en coenta que I. im flo~5
[

y que Lins gix 2.

L. Calcular los siguientes limites aplicando las propiedades

3 1
a Lim{gw - §) s Lim|3 fid = Slgls

|u|‘.|‘:| T\A lml':'-l Imll. PR :
f: Lin Lims 5 ‘
N 4 L
' |
1 .
\ 3
1 5Lim f
b lJ_n‘n.L\ Diva+4)
l‘lll‘l‘_'- INYx ‘B ]Iy-n“ III Mmyr =4 '
l\l“ ,‘l l | | L} A\ ( ‘77
l ol Vs . b Lim ’,‘
' fixi+ 2 gin
’ilu-n': '”"II|‘.|"' + Lito % ‘ Lin ‘,/..
I I'." ‘I Lim /
Lim
W 1 I m )
o Lim fix donde fix) o S ‘l y L S
Ll le Mar| Lim L/ b 2 olx
Se culculan los lmives Larerales aplicando ¢ principio de susticcion as }
Lim £ = Lim 3a 1
- g $iim £
1) 1 Lim f{0) » 2Lim glx)
Limy f1ag = Lim & 38
= (1}
1
Coma Lim () 2 Lim ), entonces Lim /x} no edaes.
& Lim = 3 N Demostrar que Lim :’:: _" - ‘:": y :' Mu :'
» : & L
Lomo en eate G ol se remploza v = ~ 2 el denominsdor e diferente de cero. eistonices { oy 2 L4
se puiede aplicar ef principio de suseltucon, as v
Lim |..' . —‘\I— 2) . ) 1"'.'_'} il Limma +
3 E [y
Par tanta, se tiene que Lim —5—-= L
J ‘
Ejercicios PARTE 1
En los problemas del 1 al 6 determine el limite que se indica. X' —182 + 81 o (Bu+4)(2u — 2)}
15. : lim ————————— 16. : lim ————————
L lim(x - 5) 2. lim (1 - 2r) =3 (xi—3) w1 (u—1)
X~ ——
5 g 2+ h)Pr-4 _ (x+ A2 =2
3. lim (X +2x — 1) 4 lim(22+2—1) 17. lim———— 18, lim ————
g2 =2 =0 h h—0 h
2 2 3 2 2 -
5. ,l_l'tgl(r =) 6. ,l.‘,'E,(' =) Xl En los problemas del 19 al 28 utilice una caleuladora para encon-

trar el limite indicado. Utilice una calculadora grifica para trazar la
En los problemas del 7 al 18 determine el limite que se indica. En la funcion cerca del punto limite.

mayoria de los casos, es buena idea usar primero un poco de dlge- . senx . 1 —cost
bra (véase el ejemplo 2). 19. o 2 20. ,h_‘:% 2
2 -4 £+ 4t —21 x — sen x)° 1 — cos x)°
7. lim 8. lim ——— 21 Iim# 22, lim #
=2 x—2 =7 t+7 =0 x- 0 x
—42 +x+6 -2 21 x—sen(x —3) —3
i (= Ak | g S B ot 2. lim———— R L b
| x+1 100 + t—1sen(t — 1) 3 =3
R ©¥ -9 1 + sen(x — 37/2) 1 -
1. i 12. 1 it il o e oLt
e 3 x—3 ?.lel_l.r:? x— 2 rlE'(l) 1/t
Vit + 4)(t —2)* Vit —17)7 . (x—mf4)? _2—2senu
13, im——————— M. lim———— 27. lim ———— 28. lim ———

12 (3t — 6)2 -7 =7 r—=z/d(lan x — 1)2 u—zf2 3u
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7. lim V3x -5 8. lim V5 + 2x

0. lim V3w’ + 7w

9. lim (2r" + 15)
-3
4y + gy 1o
11 hm(—)
—2 y+4
12. hm‘(br" - 0’ 4 19712

En los problemas del 13 al 24 encuentre el limite indicado o establezca
que no existe. En muchos casos, necexitard wsar un poco de digebra an-
tes de imtentar evalwar el limite.

-4 F=5x+6
13, lim — u g —
= - + 4 ) x—2
L~ -3 Y+
18, My TS50 16. lim ———
Tl 41 i x4+ 1
=6+ 1lx— 6
17 lim ——————
2 40 - 9+ 14
4 Tx 4 10
18 lm ————
F=<} X¥+a
24 x =2 2 — 14x - 51
l9.l1'm‘—,—— 20, llm;—
=1 -1 ) r—4x-21
21 tim u:-?x#lu—lt 2. Hm .l:"‘ltl"l'll
w-—2 w—=u—=6 —~ £+2r—3
23, lim l.x:—‘(urtnhr:
r—u c-w
w+ 2w —w—6
24, Itm( ‘)l )
w2 w4 4w+ 4

En los protiemas del 25 al 30 encuentre los lmites lim (1) = 3 y
e

lim g(x) = =1 (véase el cjemplo )

..

2f(x) — 3g(x)

26. lim ———————
flx) + glx)

el

25. lim V(x) + g'(x)

27. gug\’-"ﬁ[rm +3] 28 l [f(x) = 3]*

29, !i_r.n“[(l)l ¢ B3el] 30, tim [f(u) + 3gtw)]®

En los problemas del 31 al 34 encuentre lim [ f(x) — f(2)}/(x - 2)
para cada funcion [ dadae. o

3L f(x) =237 R f(x) =3 +2x+ 1

B f(x) =+ M f(0) =

35, Demuestre la afirmacion 6 del teorema A, Sugerencia
[f(x)g(x) = LM| = |f(c)g(x) = Lg{x) + Lg{x) = LM|
Ig(x)[ flx) — L] + Lig{x) — M]|
lglo)lIf(x) = LI + |L]lg(x) = M]

1A

Ahora demuestre que s lim glx) = M, entonces existe un admero
8, tal que 2o
0<|x—e¢|l <8 =lgx) <Ml +1
36. Demuestre la afirmacion 7 del teorema A; primero d¢ una
demostracion «—d de que !I_IE [1/g(x)] = l/[!l’_‘nt g(‘r)] v lucgo apli-
que fn afirmacion 6.

3
38

Demuesire que E"ﬂ’l"’ =L e !‘T’”“) - L] =0
Demuestre que lim f(x) = 0 e !l'g!lf( o)l =0

M.
40,

(a) lim [f(,t) + g(.l)] existe, esto no implica que exista lim f(x)

Demuestre que lim [x| = Jel.
L R

Encuentre cjemplos parn demostrar que si

o lim g{x):
e
(b) lim [_f(x ) s g(.l)] existe, esto no implica que exista lim f(x) o
L S 3 L e
lim g(x)
En lox problemas del 41 ol 48 encuentre cada ino de los lmites wnila-
terales o extablezea que no exixten

J % 3
3 / s
oL Mt P T A 3
s ) X L s X
= VIt
B, lim, ——— 0ty s
l".‘v"':_() =i 4 + 4x

2+ 1)
& i UMD

L AT 46. lim (x — [x])

4. lim 48, lim [ + 2x]
) -‘I‘l‘| P
49. Suponga que fix)g(x) = 1 para toda x y que !i_x.n gl(x) = 0.

Demuestre que lim f{x) no existe
A
50, Sea R el rectingulo que une los puntos medios de los lados
del cundnlitero Q. el cual tiene vértices (£x. 0) v (0. 21). Calcule
_ perimetro de R
1+~ perimetro de Q
SL Seay = VX y considere los puntos M, N, O y P con coorde-
nadas (1,0),(0,1),(0,0) y (r, ¥) en la grafica de y = VX, respectiva-
mente. Calcule:

dres de ANOP

" perimetro de ANOP
o %) Grea de AMOP

b
2% perimetro de AMOP )

(a)

Respuestas a la revision de conceptos: 1L, 48 2. 4

3 -84 +5 40

FASE DE SALIDA. Evaluacidn, refuerzo o planes de mejoramiento.

a. HETEROEVALUACION: Cada una de las actividades realizadas tendra
respectiva calificacion. Se tendrd en cuenta, la participacion y la calidad de

los trabajos.

b. AUTOEVALUACION: Marca con una X la valoracién que crees merecer.

su
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CRITERIO

Dedico el tiempo suficiente para la preparacién de
las actividades y evaluaciones

Contribuyo con mi buen comportamiento en el
desarrollo de las clases.

Busco asesoria de compafieros o docente cuando
me surgen duras en el proceso de aprendizaje.

Asumo con responsabilidad el desarrollo de las
actividades de clase cuando trabajo en forma
individual o en grupo.

Llevo mis apuntes en el cuaderno de forma clara y
ordenada.

Asisto puntualmente a clase de acuerdo con los
horarios establecidos.

Presento oportunamente mis trabajos y tareas
acuerdo con las fechas establecidas.

Participo activamente en clase contribuyendo al
buen desarrollo de la misma.

Presento los materiales necesarios para el
desarrollo de la clase haciendo buen uso de los
mismos.

Aprovecho los espacios de refuerzo y recuperacion,
para mejorar mis desempeiios.

c. COEVALUACION: Cada estudiante socializa en plenaria las valoraciones de
la auto-evaluacién. Los compafieros participan con mucho respeto para
manifestar si esas valoraciones corresponden o no a la realidad y hacer los

ajustes del caso.

TEMA

ACTIVIDAD

Poliedros- Paralelepipedos.
Paginas1ala3.

Ejercicios: Del 47 al 50. Pagina 3

Poliedros- Prismas. Pagina 4

Ejercicios Del 58 al 66. Pagina 5

Poliedros- Piramides. Pagina 6

Ejercicios 74; Del 77 al 79. Pagina 7

Poliedros Regulares. Pagina 8

Ejercicios: Del 84 al 86, Del 88 al 96. Pagina
9

Limites. Limites Laterales.
Paginas 10 ala 13

Ejercicios: Del 29 al 39; Del 46 al 51. Pagina
14

Limites teoremas. Pagina 15

Ejercicios: Parte 1: Del 1 al 6, Parte 2: Del 7
al 12

Limites Indeterminados.
Paginas 16y 18.

Ejercicios: Parte 1: Del 7 al 14, Parte 2: Del
19 al 22.
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